Clasa a V-a

1) Jucandu-se la calculator, Eileen a tastat numarul de 99 cifre
N = 987654321987654321...987654321

(repetand de 11 ori grupul 987654321), apoi a pus semnul ”+” intre doua
cifre alaturate ale numarului N.

a) Aflati intre care cifre a pus Eileen semnul "+, gtiind ca daca l-ar fi
pus oriunde altundeva s-ar fi obtinut o suma mai mica.

b) Intre care cifre trebuie pus semnul "+” pentru a se obtine cea mai
mica suma? (Justificati raspunsul!)

Folclor

9 A
1

Solutie. a) Eileen a pus semnul ”+” intre ultimele doua cifre: daca semnul
”+7 se pune Intre primele doua cifre sau intre ultimele doua cifre, atunci suma
celor doua numere are 98 cifre, daca se pune dupa cea de-a doua cifra sau
dupa cea de-a 97-a cifra se obtine un numar de 97 cifre, etc. Deci oriunde
altundeva ar plasa Eileen semnul ”+”, suma obtinuta ar avea mai putin de
98 de cifre. ... 2p

b) Pentru a obtine suma cea mai mica (deci un numar de cat mai putine
cifre) trebuie sa punem semnul "+ ” ”undeva la mijloc”, adica fie intre cea
de-a 49-a si cea de-a 50-a cifra, fie intre cea de-a 50-a si cea de-a 51-a cifra
(in fiecare din aceste cazuri suma are 50 sau 51 de cifre) ................ 2p

In primul caz numarul obtinut prin adunare are 50 de cifre, iar in al doilea
caz se obtine un numar mai mare (de 51 de cifre). Deci pentru a obtine cea
mai mica suma trebuie sa punem semnul "+ intre cea de-a 49-a gi cea de-a
DO-a CIHfTa. . .o 3p

2) Dispunem de o balanta cu doua talere gi de trei greutati: una de
1kg, una de 3kg si una de 9kg. Cu ajutorul lor putem cantari 10kg de mere
astfel: punem pe un taler greutatile de 1kg si 9kg, iar pe celalalt punem mere
pana cand balanta se echilibreaza. Vom scrie prescurtat aceasta operatie de
cantarire astfel: =9+1.

a) Descrieti operatia de cantarire a doua kilograme de mere si scrieti-o
prescurtat.

b) Aratati (scriind prescurtat operatiile de cantarire) ca folosind balanta
si cele trei greutati putem cantari de fapt orice numar intreg de kilograme de
mere, de la 1kg la 13kg.

Problema lui Bachet (adaptare)



Solutie. Convenim sa punem merele pe talerul din stanga.
a) Pentru a cantari 2kg punem pe talerul din dreapta greutatea de 3kg, pe
talerul din stanga greutatea de 1kg si echilibram balanta cu mere. Prescurtat:

(24 1 = 30 o 2p

b) Celelalte greutati pot fi cantarite astfel:
[1]=1; [3]=3; [4]=3+1; [5]+3+1=9; [6]+3=09;

7]+3=9+1;[8]+1=09;[9]=09;
(11]+1=9+43; [12]=9+3; [13]=9+3 + 1.

Barem: :17 :3, @:9. ................................... 1p
(6] 4+3=9, [8]+ 1 =9 . . 1p
[4]=3+1,[12]=9+3, [13]=94+3+1...ooii . 1p
5] 434+1=9[7]+3=9+1; [11]+1=9+3 ..................... 2p

3) Multimea numerelor naturale impare se imparte in grupe de 1, 2, 3,...
numere astfel:
1; 3,5; 7,9,11; 13,15,17,19;....

a) Aflati care este primul numar din cea de-a 2014-a grupa.
GM 10/2014, E: 14720-Radu Ciupea, Oltenita (enunt, partial)

b) Calculati suma tuturor numerelor din primele 2013 grupe.

¢) Suma numerelor din fiecare grupa se calculeaza dupa o regula simpla.
Gasiti aceasta regula si aratati cu ajutorul ei ca 13 +23 4+ 3% 4+ 43 + ... +20133
este patrat perfect.

Problema lui Nicomah din Gerasa (adaptare)

Solutie. a) In primele 2013 grupe sunt 1 + 2 + ... + 2013 = w =
2027091. Primul numar din cea de-a 2014-a grupa este cel de-al 2013-1007+1-
lea NUMAT IMPAT. ... 1p

Raspuns: 2 - (2013 -1007) +1 = 2013 - 2014 + 1 = 4054183. .......... 1p
b) Trebuie sa calculam suma S = 1+ 3 + 5 + ... + 4054181. Vom folosi
metoda lui Gauss. Suma are 2027091 termeni, deci

25 = 4054182 4 4054182 + ... 4+ 4054182 = 4054182 - 2027091.

Rezultd cd § = 100US2202709 (— 20270912). .......cooiiiiiiiei i, 2p
c¢) Sumele din primele patru grupe sunt 1 = 13, 8 = 23, 27 = 33, 64 = 43.
Ele sugereaza regula: ”suma numerelor din cea de-a n-a grupa este n®” . 1p
Conform acestei reguli, suma 12+4234-...4-20133 reprezinta suma numerelor

din primele 2013 grupe, deci este egald cu 20270912, .................... 2p



Clasa a VI-a

1) Aflati numerele abedef stiind ca {a,b,c,d,e, f} = {1,2,3,4,5,6} si
6 | abedef, 5 | abede, 4 | abed, 3 | abe, 2 | ab.

GM 10/2014, E: 14723-D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu

Solutie. Din 5 | abede rezultd € = 5...........oo i 1p
De asemenea, numerele f,d si b sunt pare, deci {f,d,b} = {2,4,6},
{a,c = {1, 8} o 1p
In aceste conditii numérul abede f se divide cu 6 (14+2+4344+5+6 se divide
G 1p
Din 3 | abc rezulti ca a + b+ ¢ se divide cu 3, deci b=2............. 1p
Cum d, f € {2,4,6}, deducem ca {d, f} ={4,6}...................... 1p
Din 4 | cd deducem cisauc=1,d =6 (sia=3,f =4),sauc=3,d=6
(Sla =1, f =4) 2p

Prin urmare numerele cu proprietatile din enunt sunt 123654 si 321654.

2. Pinocchio a pus pe masa patru monede veritabile, fiecare cantarind 5g.
Vulpoiul Honest John a sustras insa o moneda gi a inlocuit-o cu una falsa,
care nu are aceeasi greutate cu cea originala. Jiminy dispune de o balanta cu
doua talere si de o greutate de 5g. El doregte sa descopere moneda falsa si sa
decida daca aceasta are mai mult sau mai putin de 5g, insa nu se descurca
deoarece 1i sunt permise doar doua cantariri. Ajutati-1 pe Jiminy in demersul
sau, aratandu-i cum sa procedeze.

Folclor

Solutie. Notam cu A, B, C, D cele patru monede si cu a, b, ¢, d greutatile
lor (in grame).

La prima cantarire punem pe un taler monedele A, B, iar pe celalalt taler
moneda C' si greutatea de 5 grame. .......... ... ... i 1p

i) Balanta este in echilibru. Atunci moneda falsa este D gi putem vedea
daca ea este mai usoara sau mai grea decat una veritabila printr-o noua

cantarire (comparand-o cu greutatea de 5g). ........ ..., 2p
ii) Balanta nu este in echilibru. Atunci moneda falsa este una din mone-
dele A, B saull C. ... i 1p

Presupunem ca a +b > ¢+ 5 (cazul a + b < ¢+ 5 se trateaza exact la
fel). Daca moneda falsa este A sau B, atunci ea are mai mult de 5g, iar daca
moneda falsa este C', atunci ea are mai putin de 5g. .................... 1p

La a doua cantarire comparam a i b (punand pe cate un taler monedele
A si B). Daca a = b atunci moneda falsa este C' (si ¢ < 5), iar dacd a # b



atunci cea mai grea dintre monedele A si B este falsa. .................. 2p

3) In cele 12 patritele ale unui tabel dreptunghiular cu 3 linii si 4 coloane
se scriu, intr-o ordine oarecare, numerele 1,2, 3, ..., 12.

a) Andrei a aranjat numerele in tabel, iar dupa ce a gters trei numere a
constatat ca produsul numerelor ramase este patrat perfect. Ce numere a
sters Andrei?

b) Spunem ca un tabel este ”tabel par” daca suma numerelor din fiecare
coloana a sa este un numar par si ca o coloana este "coloana para” daca
fiecare din cele 3 numere scrise 1In patratelele ei este un numar par. Cate
coloane pare poate avea un tabel par? (Justificati raspunsull)

c) Aflati toate numerele naturale k pentru care exista o agezare a celor
12 numere in tabel astfel incat suma numerelor din fiecare linie sa se divida
cu k.

Dorel Mihet

Solutie. a) In produsul 1-2-3-...-12 = 210.3%.52.7.11 numerele prime 7
si 11 apar la puterea 1, deci trebuie sterse. De asemenea, 3 apare la o putere
impara, deci cel de-al treilea numar gters de Andrei este sau 3, sau 12. ..2p

b) Un tabel par are in fiecare coloana un numar par de numere impare,
deci are sau doua numere impare sau niciun numar impar. Cum sunt 4
coloane gi 6 numere impare mai mici decat 12, trei dintre coloane au cate
doua numere impare, iar una dintre coloane nu are niciun numar impar.
Asgadar un tabel par are exact o coloana para. .......................... 1p

¢) Suma celor 12 numere din tabel este 6 - 13. Daca suma numerelor din
fiecare linie se divide cu k, atunci gi suma numerelor din aceste linii se divide
cu k, deci k este un divizor al lui 6 - 13.

Agadar k € {1,2,3,6,13,26,39, 78}, ... o i 1p

Daca k£ > 39, atunci suma numerelor din fiecare linie ar fi cel putin 39,
deci suma numerelor din tabel ar fi cel putin 3-39 = 108, ceea ce nu se poate.
Deci kb < 26, 1p

Un exemplu cu k£ = 26 este un tabel care are in primele doua linii numerele
8,7,6,5; 4,9,1,12, iar unul din tabelele cu k = 6 are pe primele doua linii
numerele 1,2,3,6; 4,8, 0, 7. i 1p

Cum numerele 1,2, 3 sunt divizori ai lui 6, iar 13 este un divizor al lui 26,
numerele cerute la ¢) sunt 1,2,3,6,13,26 ... 1p



Clasa a VII-a

1) Pe o0 masa se afla 27 de monede. Se gtie ca 26 dintre ele sunt veritabile,
fiecare cantarind 10 g, iar una este falsa si cantareste 9,5 g.

Aratati cum se poate determina moneda falsa din trei cantariri, avand la
dispozitie o balanta cu doua talere (fara greutati).

Folclor

Solutie. Tmpér@im cele 27 de monede in trei grupe de cate 9. ....... 1p

Din prima cantarire identificam grupa in care se afla moneda mai ugoara,
comparand cu ajutorul balantei greutatile monedelor din doua grupe (alese
la intamplare): punem pe cate un taler monedele din grupele respective; daca
balanta se echilibreaza atunci moneda falsa se afla in grupa ramasa, iar daca
nu, atunci ea se afla in grupa mai ugoara. ................ ... ... 2p

Ne-au mai ramas doua cantariri pentru a gasi moneda falsa din grupul
de noua. Vom proceda ca la inceput, insa cu 3 grupe mai mici: de cate trei
monede la cea de-a doua cantarire, gi de cate o moneda la cea de-a treia
cantarire. impér‘gim mai intai cele noua monede in trei grupe de cate 3 si

dintr-o cantarire identificam grupa in care se afla moneda falsa. ........ 2p
Consideram aceasta grupa si o impartim in 3 grupe de cate o moneda.
Dintr-o noua cantarire (ultima permisa) aflam moneda mai ugoara. ..... 2p

2) Fie I punctul de intersectie a bisectoarelor triunghiului dreptunghic
ABC cu m(£A) = 90°. Pe semidreptele (BA gi (C'A se considera respectiv
punctele D si E astfel incat BD = CE = BC. Notam cu T punctul de
intersectie a dreptelor BE si C'D. Demonstrati ca T EID este paralelogram.

GM 10/2014, E:14728-Ion Tudor, Babana, Arges

Solutie. Semidreapta [BI contine bisectoarea corespunzatoare bazei din

triunghiul isoscel BC'D, deci IB L TD. ... .. 1p
Pentru a demonstra ca T'D || IE va fi suficient sa demonstram ca si
TE L IB. 1p

Se vede insa imediat (din congruenta ACEI = ACBI) ca IB=1E. 2p
Agadar va fi suficient sa aratam ca m(ZIBE) = 45°. Aceasta egalitate se
demonstreaza ugor: m(ZIBE) = m(£LCBE) — m(ZCBI), iar m(£LCBE) =
w, m(£LCBI) = @, deci
m(£C) + m(£LB)

m(LCBE) —m(LCBI) =90° — 5 =45% 2p

Analog se arata ca TE| DI, deci TDIFE este paralelogram. ............. 1p




3) Aflati numerele intregi x,y, z cu proprietatea:

1 1 1 3

vy  yz 2z 4
Dorel Mihet,

Solutie. Fie x,y,z € Z care verifica egalitatea din enunt. Sunt posibile
urmatoarele cazuri:

a) x>0,y >0,z>0.

Cel mai mic dintre numitorii celor trei fractii nu este mai mare decat 4,
deoarece in caz contrar

1 1 1 1
—F+ —F+ —< -+
xy yz zx 4

1 3

L
4 4 4
in contradictie cu ipoteza.

Sa presupunem ca xy < 4 si ca x < y. Atunci

1 1 1

y=2=zr=1Ly=2,-+ —=—-=a0=1y=22=06.
z 2z 4
1 1 5 4 5 48
W Ty =S e T YL T T T f

1 1 1 5
o 4 :>z+4z 2:>4z 2:>Z 2¢

=2 —2:>1+1—1:> =2
T T Ty T T AT
Deci solutiile naturale sunt date de

{r,y,2} ={1,2,6}; s =y =2=2.

b) z <0,y <0,z <0.
. _ o _ o . . 1 1 _ 3
Atunci 2’ = —x,y = —y, 2 = —z sunt pozitive si w7 T e T g =1
deci {2/,y/,2'} = {1,2,6};2' = ¢/ = 2/ = 2, de unde obtinem

{r,y,2} ={-1,-2,-6}; v =y =2=-2.

¢) Doua dintre numerele z, y sunt negative, iar unul pozitiv.
Presupunem ca z < 0,y < 0,z > 0. Atunci 2/ = —x,y = —y, 2’ = 2z sunt
pozitive, deci avem de rezolvat in numere naturale ecuatia:




1
'y

Trebuie ca 'y’ = 1 (in caz contrar — < %, deci membrul stang este mai

x
mic decat 3).

Rezulta ca 2’ =9 =1 i % + % = i, adica 2/ = 8. Agadar x =y = —1,
z = 8. Din simetrie obtinem inca doua solutii, deci in acest caz doua dintre
numerele x,y, z sunt egale cu —1, iar cel de-al treilea este egal cu 8.

d) Doua dintre numerele z, y sunt negative, iar unul pozitiv.

Procedéand ca la c) (sau observand ca daca x, y, z verifica egalitatea data,
atunci §i —x, —y, —z verifica aceasta egalitate), obtinem in acest caz ca doua
dintre numerele z,y, z sunt egale cu 1, iar celalalt numar este —8.

Barem: 4p pentru primul caz, cate un punct pentru fiecare din celelalte
cazuri.

4) In patrulaterul convex ABCD bisectoarele unghiurilor ZBAD si
ZABC se intersecteaza in M. Demonstrati ca:

a) daca M € [CD] si AB = AD + BC, atunci M este mijlocul lui [CD]
si AD|BC;

b) reciproc, daca unghiurile ZADC' si ZBC'D sunt necongruente, iar M
este mijlocul lui [C'D], atunci AD||BC si AB = AD + BC.

Maria Mihet, Dorel Mihet, Timigoara

Solutie. a) Consideram punctul E € [AB] astfel incat AE = AD. Atunci
EB = BC deci

AADM = AAEM, ABCM = ABEM (LUL).

Rezulta ca DM = ME = MC, adica M este mijlocul lui [DC]. ......... 2p
Din egalitatile de mai sus rezulta ca triunghiul DEC este dreptunghic,
cuunghiul drept In E. .. 1p

Notéand cu «a, § masurile unghiurilor ZDEA si ZCEB (respectiv), rezulta
ca a+  =90° In triunghiurile isoscele ADAE i ACEB avem m(ZA) =
180° — 2« §i m(£B) = 180° — 2. Prin urmare

m(ZA) +m(£B) = 360° — 2(a + §) = 180°,

de unde deducem ca dreptele DA si C'B sunt paralele. .................. 1p

b) Presupunem, prin reducere la absurd, ca AD gi BC' se intersecteaza
in P. Notam cu My, My, M3 proiectiile lui M pe dreptele AB, AD, BC' (res-
pectiv). Din faptul ca M se afla pe bisectoarele unghiurilor ZBAD i ZABC,
rezulta ca MM, = MM, si MM, = MM;, deci MM, = MM;. Prin
urmare M apartine bisectoarei unghiului ZC'PD, deci [PM] este bisectoare



si mediana in triunghiul PC'D. Atunci APCD este isoscel, cu PC' = PD, in
contradictie cu ipoteza ca unghiurile ZADC' gi ZBC'D nu sunt congruente.
Contradictia provine din faptul ca am presupus ca dreptele AD si BC' nu
sunt paralele. Asadar AD||BC, ceea ce ne-am propus sa demonstram. ... 2p
(un singur punct daca rezolvarea functioneaza numai pentru unul din cazurile
P, A in acelagi semiplan determinat de C'D sau P, A in semiplane diferite).
Fie Q = BM () AD. Atunci DQ = BC, iar AABQ este isoscel, avand
unghiurile ZABQ si ZAQB de masura mZB)  Deci AB = AD + BC ... 1p

2
Alternativ, din AD|BC rezulta ca unghiurile ZBAD si ZABC sunt

suplementare, deci m(ZAMB) = 90° si notand cu N mijlocul segmen-
tului [AB] avem pe de o parte MN = 22 (ca mediani corespunzitoare
ipotenuzei) i pe de alta parte MN = AD+BC (ca linie mijlocie in trapez),

deci AB = AD + BC. ... 1p



Clasa a VIII-a

1) Aratati ca

2ab+c?  2bc+a?  2ca+b2 7

unde a, b, ¢ sunt numere reale strict pozitive.

GM 10/2014, E:14730, Stefan Marica, Drobeta Tr. Severin

Solutie. 2ab + ¢ < a® + b® + 2, deci

a’ + b a® + b?
- TS PP 3p
2ab+ 2 T a? 4+ >+ 2
Scriind si celelalte inegalitati analoage rezulta:
2 4 12 2124 2
AL s e B 1
2ab + 2 a? + b2 + 2
Alternativ, se poate folosi ”inegalitatea lui Titu”:
2?2 22 22 (zy + a0+ x3)?
S T s g (21 2 3)
Yy Y2 Y3 Y1+ y2+ys
......................................................................... 1p
Conform acestei inegalitati,
Z a? - (a+b+c)? _(a+b+0? 5
2ab+c2 T a2+ b2+ 2+ 2ab+2bc+2ca (a+b+c)2 T P
La fel,
b2
......................................................................................... 3
Z 2ab + ¢? b

Se poate aplica inegalitatea lui Titu si plecand de la inegalitatea:

2(a® 4 b?) S (a+0b)?
2ab+c2 T 2ab+ 2
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2) Aflati numerele naturale n cu proprietatea: 4"~ +7-2" + 48 = nl.
(Prin definitie, 0! =1l =1gin!l=1-2-...-n, dacan > 2.)

Olimpiada Rusia

Solutie. Daca n verifica egalitatea data, atunci n! > 48, decin >5 .. 1p

Deoarece 4* 4 7 - 2% +48 > 120, n = 5 nu este solutie. ............... 1p

De asemenea, pentru n = 6, 4"~ = 219 = 1024 este deja mai mare decat
720 = 6!, deci nu avem solutie nici in acest caz.

Din egalitatea 4% 4 7-27 +48 = 5040 = 7! rezulta ci n = 7 este solutie 1p

Daca n > 8, atunci n! se divide cu 27, iar 27 divide doar doi din termenii
sumei 4"+ 72" 448 deci 4"+ 72" 448 £l 4p

Deci singurul numar care verifica egalitatea data este n = 7.

3) a) Pe tabld sunt scrigi divizorii naturali ai numarului N = 2! . 310,
Se unesc printr-un segment fiecare doua numere diferite care nu sunt relativ
prime (au un divizor comun mai mare decat 1). Cate segmente se obtin?

b) Andrei, elev in clasa a VIII-a, a rezolvat problema de la a) astfel:
"Numarul N are 12 - 11 = 132 divizori. Daca am uni prin segmente cate doi
din acesti divizori (relativ primi sau nu) am obtine % = 8646 segmente.
12 - 11 = 132 dintre aceste segmente (cele care au un capat in multimea
{1,2,22 ..., 211} iar celdlalt in multimea {1, 3, ..., 3'°}) unesc insa divizori re-
lativ primi ai lui N. Deci 8646 — 132 = 8514 segmente au capetele in numere
care nu sunt relativ prime.” Unde a gresit Andrei?

Olimpiada Rusia (prelucrare)

Solutie. a) Fie A multimea divizorilor lui N care sunt multipli de 2 si
B multimea divizorilor lui N care sunt multipli de 3. Conform enuntului,
segmentele trasate au fie ambele capete In multimea A, fie ambele capete in
multimea B. Multimea A are 11 -11 = 121 elemente, multimea B are 120
elemente, iar AN B are 110 elemente. ............. ... ... .. ... 2p

Conform principiului includerii si excluderii, se obtin 121;20 + 120;19 —
% = 14400 — 5995 = 8405 segmente (segmentele cu capetele multipli de
6 au fost numarate de doud ori). ... 2p

b) Andrei a gresit cand a calculat numarul de segmente care trebuie ex-
cluse. Mai intai, numarul de segmente care unesc un divizor din multimea
{1,2,22,...,2"1} cu unul din multimea {1, 3, ..., 3%} nu este 132 ci 131 (divi-
zorii 3% =11 2° = Tsunt egali). .........coooiiiiiiiiiiiii i, 1p

Apoi, a uitat sa le excluda pe cele cu un capat egal cu 1, iar celalalt
multiplu gi de 2 i de 3. Acestea sunt in numar de 10-11 =110 ......... 2p
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(Prin urmare numarul de segmente este 8646 — (131 + 110) = 8405. . 4p)

4) a) Se considera triunghiul ABC in care AB = AC = b,BC = a i
m(ZLA) = % cu n € N*. Demonstrati ca b < na.

b) Aflati toate numerele m € N* cu proprictatea ci sin 2 = L

m 2m’

Dorel Mihet,

Solutie. a) Alaturand n triunghiuri ABC cu varful in A si notand cu
Cy,Cy, ..., C, (C1 = C) 7imaginile” punctului C' se obtine poligonul cu n + 2
laturi ABC,Cs...C,,—1C,,, care are n laturi egale cu [BC| si doua ([AB] si
[AC,]) egale cu [AB], unghiul dintre acestea doua din urma fiind de 60°.

Din triunghiul echilateral ABC,, rezulta BC,, = AB = b si cum

BC, < BC, +CiCy+ ...+ C,,1C,

cu egalitate doar daca n = 1, deducem ca b < na, egalitatea avand loc pentru
M= L 3p
b) Ducand inaltimea [AA] in triunghiul ABC obtinem

(o]

BC =2BA" = 2bsin 50 .

n

Din punctul a) rezulta ca pentru orice numar natural n # 1 are loc inegali-
tatea b < n - 2bsin 2& adica sin 2" > Lo 3p

Cum sin 30° = 1, singurul numar care verifica egalitatea din enunt, este




